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Grundstrukturen der linearen
Algebra



IV.1 Gruppen, Ringe, Korper

Definition Verkniipfung

Sei G Menge. Verkniipfung auf G:
Vorschrift, die zwei Elementen a,b € G ein neues Element a x b € G zuordnet, d.h.

Abbildung

x:GxGE— G
(a,b) — axb

Beispiel
a) G=NZ QR Ry (:={x € R:z > 0}) mit Addition oder Multiplikation als Ver-
kntipfung, d.h. man kann fir a,b € G
axb:=a-boderaxb:=a+1b
definieren (Reihenfolge egal)
b) X Menge, G := Abb(X,X) :={f: X — X, f Abbildung}
Definiere fiir f,g € G:

fxg= foge G Reihenfolge nicht egal

Definiton Gruppe

Menge G mit Verkniipfung  heiit Gruppe, falls die folgenden (Gruppen-) Axiome erfiillt
sind:

(G1) (axb)*xc=ax(bxc)Va,b,c € G (Assoziativgesetz)

(G2) Es gibt ein e € G (neutrales Element), sodass

a) exa=aVaeG
b) VaeG:d xa=e

Die Gruppe heif}t abelsche (oder kommutativ), falls zusétzlich

axb=bxaVa,be G



Haufig abkiirzend: a - b oder ab anstelle axb

Beispiel

Z,Q und R mit + sind Gruppen. R;\{0} mit - ist Gruppe, aber Z mit - zum Beispiel
nicht (denn in Z ist 1 neutrales Element beziiglich -, aber fiir a € Z ist 1 ¢ Z).

No mit + ist auch keine Gruppe (denn neutrales Element ist 0, aber fiir a € N ist
—a € Nmit a + (—a) =0).

Bemerkung

Fiir eine Gruppe mit * ist neutrales Element e € G eindeutig bestimmt und es gilt
auch a xe = a Va € G.
Auch das inverse Element ist eindeutig bestimmt: Wir bezeichnen diese fiir ¢ € G mit

atundesgiltaxat=al*xa=e

Definition Untergruppe
G' C G mit G’ # () ist:
a,bce G =axbed
acG =aled

Insbesondere ist G’ mit * wieder Gruppe (insbesondere ist e € G')

Bemerkung

Betrachte G = {a1, a2} (zwei Elemente) = ein Element muss das neutrale Element sein,

d.h. a1 := e, setze a := ay. Mit dem Gruppenaxiom folgt: a™! = a, also a-a = e
xle a

el e a Symmetrie = abelsche Gruppe

e

Definition

G mit - und H mit ® Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H heifit (Gruppen-)Homomorphismus, falls

o(a-b) = ¢(a) ® ¢(b) Ya,b € G,

wobei @ eine leineare Abbildung ist.
Homomorphismus heiffit Isomorphismus, falls ¢ bijektiv.



Beispiel 4.1.1

a) Seien G = R mit + und H = R4 \{0} mit - Gruppen

= exp: R — Ry ist Isomorphismus (Homomorphimus, da e**t¥ = e% - e¥
x e’

und Isomorphismus, da = — e® bijektiv).

b) Z mit + ist abelsche Gruppe = fiir jedes m € Z ist Abbildung

om L — 7

ar—m-a
Homomorphismus, denn m(a + b) = ma + mb (hier: G = Z mit + und H = Z mit

+). Sein Bild mZ :={m-a:a € Z} C Z (mit m = 1 = mZ = Z in diesem Fall zu
vernachlissigen) ist Untergruppe, da ma + mb = m(a + b) und —mb = m(—b)

c) zyklische Gruppe mit m Elementen: Sei m € N fest, zu jedem r € {0,...,m — 1}
betrachte r + m € Z := {r+m-a : a € Z} (die um r additiv verschobene
Untergruppe mZ)

Beispiel m =2: 04 2Z Menge der geraden ganzen Zahlen
1+ 27Z Menge der ungeraden ganzen Zahlen

Allgemein: Z = (0+mZ)U(1+mZU...U((m+1)+mZ) disjunkte Vereinigung

Entscheidung zu welchem r+mZ eine Zahl a € Z gehort mittels Division mit Rest:
Ist

g:k—i—imitkGZuner{O,...,m—l}
m m

a€r+mZ,daa=km+r

~ Restklasse modulo m (alle Zahlen, die bei Division durch m Rest r
haben))

a,a’ € derselben Restklasse, falls a — a’ teilbar durch m
Schreibweise: a = a’modm (:=< a — a’ teilbar durch m)

Bezeichnung: Zu jedem a € Z ist @ := a+mZ, seine Restklasse ~» @ ,,Repasentant”
von a + mZ. (Fir m = 2 sind 0,1 Représentanten von 0 + 2Z und 1 + 27)

Definiere Addition von Restklassen durch @ +b:=a + b

Satz 4.1.2

Fiir m € Z ist die Menge

]
=

Z/mZ:={0,1,...,m —1}

)



der Restklasse modulo m mit + wie oben definiert ist eine abelsche Gruppe, und die
Abbildung

7 — 7/mZ

ar— a-+mZ

ist surjektiver Homomorphismus.

Beweisskizze

Assoziativitdt und Kommutativitdt wird von Z nach Z/mZ vererbt, zum Beispiel:

(@+b)+ec=(a+b+c=a+b+c=a+ (b+7c)

Neutrales Element ist 0, da

S|

0+a=0+a=

Inverses von @ ist —a, da
a+—-a=a+(—a)=0

Bezeichnung: 7/mZ heifit fiir m > 0 durch zyklische Gruppe der Ordnung m

Beispiel Rechnen mit Restklassen:

- Stundenzeiger der Uhr 2 Restklasse mod 12

- Wochentage £ Restklasse mod 7

Definition Ring
Menge R mit zwei Verkniipfungen

+:RXxR—R
(a,b) —a+b

:RxR—R
(a,b) —a-b
heifit Ring, falls
(R1) (R,+) ist abelsche Gruppe
(R2) - ist assoziativ, d.h.: (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c

(R3) Distributivgesetze Va,b,c € R:



a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

Ring kommutativ, fallsa-b=5b-a Va,b € R
1 € R Einselement, falls 1-a=a-1=aVa € R
0 € R Nullelement, fallsa+0=0+1=aVac R=0-a=a-0=0

Beachte: Beziiglich - ist kein Inverses verlangt!

Beispiel: 7Z,(Q und R sind mit der tiblichen Addition + und Multiplikation - kommu-
tative Ringe

Speziallfall: Ist R beziiglich - kommutativ und zusétzlich R\{0} beziiglich - abelsche
Gruppe, dann ist (R, +,-) ,, Korper®

Definition Korper
Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen

+: KxK—-K
(a,b) —a+b

K xK—-K
(a,b) —a-b
heifit ,,Korper® (,field“), wenn folgende Axiome gelten:

(K1) (K,+) ist abelsche Gruppe (neutrales Element = Nullelement 0)
(das zu a € K inverse Element sei —a € K)

(K2) (K*,-) mit K* := K\{0} ist abelsche Gruppe (neutrales Element: Einselement,
bezeichnet mit 1; fiir a € K* bezeichne ™! (oder 1), das zu a beziiglich - inverse
Element)

(K3) Distributivgesetze: Va,b,c € K:
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c
Bemerkung
Folgende Rechenregeln gelten im Korper (K, +,-):
- 1# 0= #K > 2 (das heifit Kérper besitzt mindestens 2 Elemente)

-0-a=0=a-0Vae K
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-a-b=0=a=0VvVb=0
-a-(=b)=—(a-b)und (—a)-(=b)=a-b

~ab=abunda#0=b=0

Beispiel 4.1.3
a) (Q,+,-) und (R, +, ) sind Korper (Achtung: (Z,+,-) ist kein Kérper, da % #7)
b) (C,+,-) Korper der komplexen Zahlen: C := R x R mit
+:CxC—=C
(a1,a2), (b1,b2) — (a1 + b1, az, b2)
und -:CxC—C
(a1,a2), (b1,b2) — (a1, az2) - (b2, b2) = (a1b1 — a1bz, a1bs + azb1)
Nullelement ist (0,0), denn (a1, az2) + (0,0) = (a1 + 0,a2 + 0) = (a1, a2)
Einselement ist (1,0), denn (aj,a2)-(1,0) = (a;-1—a2-0,a1-04az-1) = (a1, as)

Inverses von (ay,az2) # (0,0) ist

(a1,a2)7 ! = ( “ - )
’ at+a3’ a?+a3)’

denn

(a1,a9)(a1,a2)™t = (a1, a) ( ai —as )

)
ai + a3’ af + a3

B a —as —as a1

N <a1a% + a3 N a2a% +a%’a1a% + a3 +a2a% —i—a%)
B a% + a% —aias + ajas
\a?+a3 ad+a3

) = (1,0) (da R beziiglich - kommutativ)

Beispiel 4.1.4

n .
K[t] :={f(t) :== X a;t/ mit ag,...,a, € K} (Polynome iiber K; Menge aller Polynome
§=0
mit Koeffizienten in K)

Hier: ¢ Unbekannte (muss nicht aus K sein); alles einsetzbar, was sinnvoll ist.
a-t:= (taj,taz) mit a € C,t € R

11



Monom: alle a; = 0 aufler einem
Nullpolynom: a; Vj (d.h. f =0), d.h. f(t) = a,t"

—0 falls f =0

Grad von f: degf := ’
/ gf {max{r € Ny :a, #0}, sonst

»Natiirliche* Addition und Multiplikation in K[t]
Sei f,g € K[t], d.h.z.B.:

F) =2 ait?, g(t) =3 bit!
=0 J=0

Definiere s := max{m,n}
s :
= (f+9)(t) := X (aj +bj) - 7 (dabei vorausgesetzt, dass f oder g mit a’s = 0 oder
=0
bis = 0 aufgefiillt werden konnen, z.B.: f(t) = 3 + 0t 4 0t?, g(t) = 2 + 5t + 3t>

= (f+9)(t) = (3+2)+ 5t + 3t?)

Des weiteren:

(f-9)t) = (i aﬂfj) ' <§: Wk)
j=0 k=0
m+n
= Z crt” mit ¢ := Z a;by

r=0 Jjt+k=r

(dh co = ag + b} c1 = apby + arbg, 9 = apby + a1b1 + agbo)

Bemerkung

K Korper = (K]|t],+, ) ist kommutativer Ring (,,Polynomring tiber K*)

Beachte

Der Mangel eines Rings gegeniiber einem Korper ist, dass man im Allgemeinen nicht
dividieren kann, das heit fiir f € K[t] ist im Allgemeinen f~1(¢) := ﬁ ¢ K|t

Satz 4.1.5 Division mit Rest
fr9€K[t],g#0

= es gibt ein eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € KJt], sodass f = ¢ - g + r und
degr < degg

12



Beispiel

K=R, f(t):=3t3+ 2t +1, g(t) :=t> — 4t

50t + 1
3 (42 _
( 3 2+2t—|—1).<t at) =3t 412+ S
— 33 4+ 12t
12t + 2t
— 12¢2 + 48t

50t
= Also ist hier r(t) =50t + 1 und ¢(t) =3t + 12; degr =1 <2 =degyg

Beispiel
a) f(t) :=t* +1 hat keine Nullstellen in R (#? +1 =0 &t = —1)

b) f(t) :=t*>+ 1 € R[t] hat zwei Nullstellen in C, nimlich i und —3,
weil i2 = —1 < i?+1=0und (—i)? =4* = -1 O

Lemma 4.1.6

Sei A € K Nullstelle von f € K]t]
= dg € K[t], sodass

- f(t) = (= A)g(t)
-degg=degf—1

Beispiel
R, f(z) := 2% — 422 4+ 5z — 2 hat Nullstelle \; = 1 (Wird geraten oder durch Newton-
Verfahren erhalten)
= f(z) = (z —1)g(z)
Polynomdivision liefert:

( 333—4a:2+5a:—2):(x—l):x2—3x—|—2

— 3 +:1:2
— 322 + bz
322 — 3z
20 — 2
—2x 42
0
also f(z) = (x —1)(2? =3z +2) und degg = 2 = deg f —1 O
——

3

13



Definition
- Vielfachheit einer Nullstelle A:
Maximales 7, sodass f eine Zerlegung f(t) = (t — )" - g(t) mit g € K[t] hat
Beispiel: f(t) = (t — 1) - g(t) = Vielfachheit der Nullstelle A\; = 1 ist 3

- f zerfallt in Linearfaktoren, falls f € K[t] die Darstellung

fA) == )" (=)™
hat (d.h. A; ist Nullstelle von f mit Vielfachheit r;)

Beispiel: f(t) = t?> + 1 zerfillt iiber R nicht in Linearfaktoren; aber f(t) =
t2—1=(t+1)(t — 1) wohl
Fundamentalsatz der Algebra [Gauss 1799]

Jedes Polynom f € C[t] mit deg f > 0 hat mindestens eine Nullstelle in C

Hat f eine Nullstelle = Herausdividieren mit Lemma 4.1.6 und wiederhole (da g(t)
wieder mindestens einen Nullstelle hat wegen Fundamentalsatz der Algebra) und ... und
kein Rest, das heifit degr =0

Korollar 4.1.7

Jedes Polynom in C[t] zerféllt in Linearfaktoren (heifit natiirlich nicht, dass die Nullstel-
len reell sind)

Lemma 4.1.7

f € R[t] und X\ € C Nullstelle von f
= ) € C ist auch eine Nullstelle von f, und beide haben dieselbe Vielfachheit.

Beispiel

f(t) =t2+1 = X\ = i Nullstelle und ebenso A = —i; beide mit Vielfachheit 1 (Nullstellen
eines Polynoms mit reellen Koeffizienten sind symmetrisch beziiglich der x-Achse)

Korollar 4.1.9

Jedes Polynom f € R[t] von ungeradem Grad hat mindestens eine reelle Nullstelle.

14



Begriindung

Polynom von Grad d zerfallt iiber C in Linearfaktoren, d.h. vy + ... 4+ r,, = d, jede
Nullstelle in C tritt mit komplex Konjugierte auf
= fiir f mit ungeradem Grad muss es einzelne reelle Nullstelle geben

15



IV.2 Vektorraume
Im Folgenden: K = (K, +, ) stets Korper

Definition 4.2.1

Sei (K, +,-) Korper. Eine Menge V' mit der inneren Verkniipfung

@:VxV -V (Addition)

(v,w) — VO W
und einer (&uBeren) Verkniipfung

K xV -V (,Multiplikation mit Skalaren* oder
(Nv)— A wskalare Multiplikation*)

heifit (K-)Vektorraum oder Vektorraum tiber K, falls gilt

(V1) (V,®) ist abelsche Gruppe (neultrales Element: Nullvektor oder 0; Inverses von
v € V heifit Negatives, bezeichnet mit —v)

(V2) Vertraglichkeit der Multiplikation mit Skalaren:

- (A +p)v=Xv+p-v
A (vBu)=AvBAu
—()\M)U:)\(H’U), l-v=wv

Beachte: Eine innere Verkniipfung - : V' x V' —7 ist (noch) nicht definierte ~~ ,inneres
Produkt®, ,Skalarprodukt® - : V' x V' — K (~» Euklidischer Vektorraum)
Rechenregeln 4.2.2 in K-Vektorraum V

a) 0-v=0

b) A-0=0

c) Av=0=A=0Vvv=0

d) (-1)-v=—v

16



Beweis von a)

0-v=(0+0)-v=0-v®H0-v=0-v =0, weil 0-v neutrales Element beziiglich Addition
@ sein muss.

Beispiel 4.2.3

a) Standardbeispiel ist der (Standard-)Vektorraum

T
V:K'=(z= : cx; € K » mit
Tn
@:VxV -V (komponentenweise Addition)
(T,y) = z@y
li
1+
T2 + Y2
Tn + Yn
K xV -V (Multiplikation jedes
ANv)— A Eintrags mit Skalar)
I
A T
A- T2
ATy

Man ordnet Matrizen in einem rechteckigen Schema an:

ail ... Qp
A =

Aml .- Omn

mit m Zeilen und n Spalten.

17



Addition in K™*"

@ . KmXTL X Kan N KmXTL
(A,B) — A® B = (ay; +bk])
Skalare Multiplikation

- K X Kan Kan

(A A) o A A=

Jj=1,..., n
c¢) Polynomring (K[t],

,-) kommutativer Ring
(innere) Addition wie in (4.1.4) b)

(duBere) Multiplikation mit Skalaren
-t K x K[t]| — K|t]

)= AN =\ (zn: ajtj) Xn: A aj)t
i

= ]:0

Definition 4.2.4

Sei V' K-Vektorraum und W C V Teilmenge. W heifit Unter(vektor)raum von V, falls
(UV1) W #0

(UV2) v,we W =vdwe W (W abgeschlossen beziiglich @)

(UV3) A € K,o € W = A-w € W (W abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit
Skalaren)

Insbesondere: W mit @, - wieder Vektorraum (mit &, - aus V)
Beispiel 4.2.5
a)

W = {0} fﬁrW{( il ) € R?: a2 + aswo = 0 fiir festes ay, as GK}
2

sind Untervektorrdume von R?, aber die Menge
{( i1 ) € R*: a1y + agzo = b fiir al,ag,beKundb;&O} =W
2

18



ist kein Unterverktorraum von R?, denn v, w € W, d.h. v so, dass

aivi + agvy =0

und w so, dass

biwy + bawy =0

V1 + wq

= —
voOw (Uz—l-wz

) Zu zeigen: v P w € W

a1(v1 +w1) + az(ve + wa) = a1v1 + a1wi + azvs + agws
= a1v1 + agv2 + ajwi + agwe =0
=0 =0

Dagegen: W ist kein Untervektorraum von R2, da

v, W E W bedeutet: aiv] + asvy = b

ajwy + aswe = b

= vPw= < U1+ W ) und a1 (v1 + wy) + ag(vy + we)
Vg + W2
= a1v1 + a2v2 + a1wi + a2w2
=b =b
=2b#£b

SvowdgW

b)
V = Abb(R,R) :={f : R — R, f Funktion}

hat Untervektorraume

R[t]q :={f € R[t] mit deg f < d} C R[t]
Cc {f € Abb(R,R): f stetig} C V

Definition 4.2.6

Familie von Vektoren v/ v!,...v" € V
r € V heifit Linearkombination von v
sich v als

L .., v", wenn es \i,...,\ € K gibt, sodass

v= Mo B AN B

19



darstellen lasst.
Bezeichnung span{v!,... v"} := {v € V : v ist Linearkombination von v',... ,v"}

Es gilt: v',...,0" €V

= span{v!,...,v"} C V ist Untervektorraum

Genauer: span{v!,...,v"} ist der kleinste Untervektorraum von V, der v!,... 0"
enthélt.
Beispiel
V=R? K=R

o (3) (1)

span{v!} = {v € V : vy = 0}
span{v?} = {v € V : v; = 0}
span{v!,v?} = V(= R?), da sich jedes v € V als

v =AM + Ay + 02

darstellen lasst.

we-(3) = (1) #-(2)

= span{vl} CV

span{v? vt v?} = V = span{v’, v?} = span{v°, v!}
Beispiel w = < Zl ), Finde Mg, A1 € R, sodass w = \gv? + A\jv!
2

~  Darstellung” von V iiber span nicht ,eindeutig

~ Effiziente“ Darstellung, das heifit: Darstellung mit maximaler Anzahl aufspan-
nender Vektoren

Definition 4.2.7

Sei V' K-Vektorraum. Eine Familie von Vektoren (v7);c; (I Indexmenge) heifit linear
unabhéngig, falls

Y Av) =0= ;=0 fiir alle j € 1,
Jjel

ansonsten linear abhéngig.

20



Beispiel 4.2.8

a) K=Rv=R"
Betrachte die Einheitsvektoren

1 0 0
0 1

61: . 762: 0 ) 7€n: )
0 0 1

wobei der Index die Stelle der 1 angibt.

Die Familie (ej)jzlw’n ist linear unabhéngig, denn:

n .
Es gelte: > Aje/ = 0; zu Zeigen: \; =0Vj=1,...,n
j=1

Beweis

n
Z)\jej =Mel + e’ + ...+ e =0
j=1

1 0 0

0 1 .
Saf L[+ 0 |+, (‘) =0

0 0 1

A1

A2
& . =0

An

Mit derselben Argumentation kann man auch zeigen, dass eine beliebige Teilmenge
von (e’);=1,.. n auch linear unabhéngig ist.

s

0

b) K:R,V:R[t]:{f(t): ajtj:ajeR}

J
Betrachte die Monome (tj ) j=0,..n- Diese sind linear unabhéngig, denn: Es gelte

n
Zajtj :a0+a1t+a2t2+...ant" =0 ((dh :) :OVt)
j=0

=ay=0,a,=0,...,a,=0

(Oder: Grad des Polynoms links und rechts anschauen)

21



Definition 4.2.9

Eine Familie B = (v’ )je ; in einem Vektorraum V heifit Erzeugendensystem von V/,
wenn

- J
V = span (v )jel
d.h. jedes v € V lisst sich als Linearkombination der v/ (j € I) schreiben, d.h. jedes
v € V hat Darstellung

v = Z )\jvj
J€eI
mit irgendwelchen \; € K.
Die Familie B = (v )j ¢, heiit Basis von V/, falls

- B ein Erzeugendensystem ist und
- die Vektoren in B sind linear unabhéngig
Ist B = {v!,...,v"} eine Basis von V, so heifit
#B=n = dimV
(Lange der Basis (Dimension des Vektorraums)
Falls B keine endliche Basis ist (d.h. keine Basis endlicher Lange), so setzen wir
dimV = o0
Beispiel

a) K =R, V=R"
B = {e!,...,e"} Einheitsvektoren bilden Basis von R™ und dimR" = b (,kanoni-
sche Basis“)

Dagegen ist {e!,2e!,e2 ... e"} keine Basis, aber ein Erzeugendensystem von V/,
aber es ist eie Basis von W := {v € R" : v; = 0} (erste Komponente jedes Kektors
verschwindet).

b) K =R,V =R[f]
Die Monome (#/ )j=0,...n bilden eine Basis fiir V', d.h. alle Polynome werden von
Monomen erzeugt und Monome sind linear unabhéngig. Da Polynomgrad beliebig
sein kann, gilt dim R[t] = oco.

Satz

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
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Beweis

Bei dim V' < oo konstruktiv nach Basisauswahlsatz.

Basisauswahlsatz

Aus jedem endlichen Erzeugendensystem (d.h. Erzeugendensystem von V' existiert mit
endlich vielen Vektoren) kann man eine Basis auswéhlen.
Insbesondere hat jeder Vektorraum V mit dim V' < oo eine endliche Basis.

Beispiel
K=R,V=R"
Betrachte {e!,2e!,e2,2¢2,...,¢e", 2e", e! 4 e%}. Dies ist Erzeugendensystem von R™, alle

Vektoren linearabhéngig ~~ streiche alle linearen Abhéngigkeiten, aber stelle sicher, dass
span{...} =V

= {el,2e!,e2,2e% ... em, 2e", el + €2\ 2et,2e2 ..., 2e", e! + €2} ist Basis, sowie
{el,2e! e2,2e2 ... e 2e™ el +e2\ el e?, ... e el + €2}
Satz 4.2.11

Sei B = {v',...,v"} Familie von Vektoren in K-Vektorraum V # {0}. Dann ist dqui-
valent:

(i) B ist eine Basis, das heifit: ein lineares unabhéngiges Erzeugendensystem

(ii) B ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem (das heifit kein Vektor darf wegge-
lassen werden)

(iii) Zu jedem v € V gibt es eindeutige \1,..., A\, € K, sodass v die Darstellung

v=XMovl+ X0+ N0"

(das heifit B ist Erzeugendensystem und eindeutige Darstelllung)

(iv) B ist unverlangerbar unabhéngig, das heifit fur jedes v € V wird

Bu{v} = {v!,...v" v}

linear abhangig.
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Beispiel fiir (iv)

s [(1) (1) (1)
()0

linear abhéngig.

Beweis

[Fi] §1.5.2
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IV.3 Multiplikation von Matrizen und
Vektoren

Im folgenden stets K Korper und j, k,m,n,p,q,r,s € N

Definition

Sei
Ae Kmxn — {A — (ajk)lgjgm,ajk e K \V/K}
1<k<n

BEK”XP:{BZ(bjk) bjkEKVK}

1<j<n,
1<k<p
Definiere Matrixprodukt AB := A- B =: C € K™*P

n

C = (cjr) 11g<gkg<7; durch c¢j := Z @jrbrk = aj1big + ...+ ajnbpk
- = r=1

firl<j<m1l<k<p

Das heif3t:
ail ... Q1p b12 e blp O D
am1 oo Qmn bng N bnp Q D

Beachte: Die ,jinnere“ Matrixdimension n muss iibereinstimmen, damit AB sinnvoll
definiert.

Spezialfall: m = n = p: quadratische Matrix

Beispiel
a) m=1, p=1, n € N beliebig
b11
A:(all,...,aln)ERlxn,B: e Rm1
bnl
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b11
= AB = (an,...,aln)- =ai1bi1 + ... a1nbn1 e RIx1

bnl

b) m,p € N beliebig, n = 1

a1
A= GRle,B:(bH,...,blp)ERlXp
am1
anbn e anblp
. a21011 ... G2101p
= AB = . '(blla"'ablp): . .
am1
m amlbu e amlblp

c) m,n € N beliebig, p = 1 (Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor)
A€ R™™ y e R (= R™Y)

aiy ... Qln U1 a11vy + ...+ anvn
= Av=| R
am1l  --- Qmn Un Am1V1 + -« + QmnUn
w1
= ... | =wekR"
Wn

Typisch:
-Ae KM Be K"™P = AB € K™M*P

-Ae K™ ve K" = Av e K"

Zahlenbeispiele
) 1 2 101\ (105
Y110 002) {101
cR2%x2 cR2x%3 cR2%3

1 9 1 2
b) ( 1o ) 0 3 | nicht definiert
1 4
€R2x2 S~

6R3><2
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1
1 11 6
—_——— ——

€R2x3 — €R2x1
cR3x1

o (o) (a)=(2a)=(20)(6)

Allgemein

1

E e RM " mit B = ( 0\(1) ), d.h. £ = (5jk)1§j,k§n mit

1, fallsj=k
Sik = { s Kronecker-Symbol
0, sonst

hei3t Einheitsmatrix.

Achtung:

Selbst wenn m = n = p, ist die Multiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ.

Beispiel

11 01 11 0 1 01 11
(0 1)(1 0>:<1 o>7é<1 1>:<1 o)(o 1>:$AB7EBA
Satz 4.3.1

Fir alle A € K™*" B e K"*P C € KP*1 gilt
(AB)C = A(BC)

Beweis

Vorraussetzungen an die Dimension erfillt.

n

Setze D := AB, D hat Eintrige D = (dji)1<j<n mit dj, = Z ajrbrk
1<k<p =

p
F := DC hat Eintrage (fjs) 11S§j5S§T; mit fjs = Z dj'r'crs

r=1
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p
S S ()

r=1 k=1

n p
Z Z rkCks  Eintrdge von G := BC

%/_/
‘=0rs

= Z ajrgrs = Eintrége von A(BC)
r=1

Weiter gilt:
VA ecK™" B,C e K™*P
A- (B+C)=A-B+A-C

VA, B €K™ O e K"*P
(A+B)-C=A-C+B-C

Definition
A € K™ (quadratisch!) heiit invertierbar, falls es ein X € K"*™ gibt mit

A-X=X-A=1 (Einheitsmatrix)

Bezeichnung: X = A7, dh. A- Al =A"1. A=1

Inverse ist eindeutig, denn: Annahme: es gibt X, Y € K™ mit AX =1 = XA
und A Y =T=YA

=X=XI=X(AY)=(XA)Y =1Y =Y

Seien A, B € K™ invertierbar = AB invertierbar und es gilt (AB)~! = B~1A~L
Hierbei ist die Reihenfolge zu beachten!

Beweis

A, B invertierbar, dh. A-A"'=A"1. A=Tuwd B-B'=B"1.B=1
= (B'A™Y(AB)=B ' (A 'A)B=B"'B=1
N—_——

=I
= (AB)(B7'A™YY = A(BB H)A 1 =1
Definition
Die Menge GL(n, K) := {A € K™*" A invertierbar} heit General Linear Group, da sie

mit der Matrixmultiplikation und I als neutralem Element eine Gruppe bildet (aber im
Allgemeinen keine abelsche Gruppe)
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Definition

Fir A€ K™ " mit A = (ajx)1<j<m heifit

1<k<n
ai] ... Qmi
AT = (akj) 1<k<n € K™Mm =
1<j<m
a1y .- Gmn

die zu A transponierte Matrix. (Andere Bezeichnung: A")
U1
Firve K" (= K™Y, v=| : | ist vl = (vy,...,v,) € KIX7

Un

Beachte

V101 ... UV1Up
- Firve K" ist ool € K gl =

VpU1 ... Uplp

n
-vlve K vlv= Y v]2- = ||v||3 (Skalarprodukt von Vektoren)
j=1

1

. T . T T, . .
Insbesondere ist %— wohldefiniert, da 2%~ = —— - vo! | aber X% nicht wohldefiniert.
vl vtv vy ~~ VU
“~~ Matrix
Skalar

Satz 4.3.2
i) Ac K™= (AT)T = A
i) A,Be K™" = (A+ B)T = AT + BT

i) Ae K™= Be K"

= (AB)T = BT AT (Hierbei ist die Reihenfolge zu beachten!)

Beweis (iii)

n
AB =:C € K™P mit cjp = > ajrbpp, 1 <j<m, 1<k<p
r=1

= CT = (Ejk) 1<j<p € KP*™ mit
1<kSm
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n n

- T T o T AT

Cijk = Cj = E agybrj und B A hat Eintrage (B* A" );s = E briasr
r=1 cKpPXn c KnXm r=1

—_———
erXm

n
= Z asrbrl = Cgl
r=1

Folgerung
Fiir A € K™ invertierbar ist auch AT invertierbar und es gilt (A17)~! = (A~HT

Beweis
(AH)TAT = (AA T =T =T und AT(A YT = (A4 =1 =T

Daraus folgt: (A7)~ = (A~1)T O
Anmerkung

- Q € C™™ mit Q invertierbar unitir, falls Q! = @T

- Q € R™™ mit Q invertierbar heifit orthogonal, falls Q—! = Q7. ,Orthogonal®
bedeutet: fiir zwei beliebige Zeilen oder Spalten ¢7, ¢* gilt:

1, fallsj=k

0, sonst

(@) 'd" =61 = {

Wichtige Anwendung

lineare Gleichungssysteme: gegeben: A € K™*" b e K"
gesucht: x € K", sodass Ax = b
Zur Losung: GauB-Elimniation, QR-Zerlegung
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V Losung linearer Gleichungssysteme

Aufgabe

Gegeben: A € K™*"  rechte Seite“ b € K™
Gesucht: xz € K™, sodass gilt

Ax =b

,lineares Gleichungssystem* mit m vielen Gleichungen fiir n unbekannte z = (z1,...,z,)"

Frage

Unter welchen Bedingungen an A, b besitzt dieses lineare Gleichungssystem (LGS) eine
Losung x, und wenn sie existiert, wann ist sie eindeutig?

Beispiel

- <(1) (1)> x = b hat eine eindeutige Losung z = b

. (8 8) T = <21> mit by # 0 oder by # 0 besitzt keine Losung
2

- (1 1) il = 2 hat mehr als eine Losung; sogar unendlich viele Losungen
2

Sr1treo=211=2—129
Anmerkung

Ist b = 0 (d.h. rechte Seite ist 0), so heifit Az = b homogen, sonst inhomogen

Vorkommen von linearen Gleichungssystemen

- Numerische Simulation, zum Beispiel Stromungsfelder um Flugzeuge, Elastizitats-
probleme, ...
Nichtlineare Prozesse ~» Linearisierung (mit Taylorentwicklung und Abbruch nach
linearem Term) ~» Az = b

- Anwendungen: A strukturiert, zum Beispiel Blockmatriz oder symmetrisch (das
heifit: a;, = ax; Yk, j, A= AT)
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- in der Regel: A hochdimensional, das heit n,m ~ 107

- bei Losung: moglichst Struktur ausnutzen, speziell: diinn besetzte Matrizen, das
heifit: Anzahl der Nichtnulleintrage ist proportional zur Anzahl der Unbekannten
~ iterative Algorithmen, approximative Berechnung von x, hdufig durch Herkom-
men des linearen Gleichungssystems nicht genaue Losung ausreichend

- im Folgenden: Algorithmen fiir A beliebig, nicht diinn besetzt, ohne Struktur
Kosten O(n3) (fiir n = m)

Algorithmen im Folgenden basierend auf multiplikativer Zerlegung von A

1 0 * ok
L—<* \1> undR—(0 *>

~» LRz = b einfach zu lésen
(LR-Zerlegung, LU decomposition, Gauf-Elimination)

- A= LR mit

- A= QR mit Q orthogonal (d.h. QT =Q™!)

~ Ax =b< QRz =b< Rz =QTb

einfach zu losen

Satz 5.1

Sei A € R™™™ b € R™. Gesucht: x € R™ als Lésung von
(5.2) Az =0b

Es sind dquivalent:

(i) (5.2) besitzt genau eine Losung von x € R”

(ii) A ist invertierbar, d.h. A~! existiert

(iii) Das homogene System Az = 0 hat nur die triviale Losung x = 0
Des Weiteren sind dquivalent:

(iv) rang(A) =n < (i), (ii), (iii)

(v) det(A) #0 < (i), (ii), (iii)

(vi) A regulér
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Fiir welchen Typ von Matrix ist (5.2) besonders leicht zu 16sen?
- A Diagonalmatrix, das heifit a;, = 0 Vj, k,j # k und aj; # 0 Vj
- A Dreiecksmatrix

Betrachte dazu:

R = (7jk)1<j k<n heiBt obere Dreiecksmatrix, falls rj;, = 0 fir j > k gilt

R =

0

L = (ljr)1<j k<n heiBt untere Dreiecksmatrix, falls [, = 0 Vj < k gilt

0

Beachte: L = RT LT = R (mit entsprechenden Eintrigen von L, R). Sei nun R =
R™ ™ obere Dreiecksmatrix und R invertierbar. Die Losung von Rx = b mit gegebenen
b € R" wie in Algorithmus 5.8 berechenbar.

Algorithmus 5.3 Riickwartseinsetzen

for j=nn—1,...,1do

n
bj— Z rjkxk

n e
end for
Aufwand
Fiir jedes j =n,n —1,...,1 je n — j Multiplikationen/Additionen und eine Division.
n—1 n—1 2
-1) .
Insgesamt: Z(n —j) = Z k= n(nz) = %
j=1 k=1

= Aufwand: O(n?)

Beachte: Der Algorithmus ist nur wohldefiniert, wenn r;; # 0 Vj (< R invertierbar).
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Algorithmus 5.4 Vorwartseinsetzen

Entsprechend Algorithmus 5.8 kann man ein System Ly = ¢ mit L untere Dreiecksmatrix
durch ,Vorwéartseinsetzen® 16sen.

for j=1,...,ndo
Jj—1

=2 Likyk
k=1

Yi ljj

end for
Beachte:

Fir den Aufwand und die Wohldefiniertheit gelten analoge Regeln wie bei Algorithmus
5.8

Algorithmus 5.5 GauB-Elimination

A € Rn x n besitze eine Zerlegung A = LR mit L untere Dreiecksmatrix und R obere
Dreiecksmatrix und 7;; # 0,1;; #0Vj =1,...,n. Lose Az =b (& L@ = b) wie folgt:
=y

1) Ly = b durch Vorwértseinsetzen (Algorithmus 5.4) ~y

2) Rz =y durch Riickwértseinsetzen (Algorithmus 5.3) ~» x

Berechnung der LR-Zerlegung mittels elementarer
Zeilenumformung

(1) Vertauschung zweier Zeilen

(2) Addition der A-fachen j-ten Zeile (A # 0, A € R) zur k-ten Zeile, j # k

Dies kann bei der Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b nur sinnvoll sein,
wenn rechte Seite b mit beriicksichtigt wird.

~ erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) € R™*"+l (4 € R™m*n p ¢ R™)

Mit elementaren Zeilenumformungen: (A, b) auf Zeilenstufenform bringen

* * *

mit * # 0 und * beliebig
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Satz 5.6

Sei (A,b) erweiterte Koeffizientenmatrix von Az = b und (A4,b) sei durch elementare
Zeilenumformungen entstanden.
= (A,b) und (A,b) haben denselben Losungsraum

Los(A,b) :={z € R": Az = b} (CR")

Beweis

Es gentigt zu Zeigen, dass eine Umformung von Typ (1) der Typ (2) die Losungsmenge
nicht dndert.

Typ (1)

(r-te Zeile von A mit x multipliziert)

ar1T1 + Ar2T2 + ...+ ATy = by

as1T1 + As2T2 + ... + Asp Ty = by

Reihenfolge der Zeilen (mit rechter Seite!) vertauschen éndert die Losung nicht.

Typ (2)

Es sind nur Zeile j und k betroffen:

;171 + aj2T2 + ... + @iy = bj } (*)
ap1x1 + apoxo + ... + app Ty = bi

M-fache der j-ten Zeile zur k-ten Zeile addiert liefert:

G121 + ...+ QjnTn = b]’ } (**)
(Aaj1 + ak1)zr + ...+ (Aajn + Tppan)
Lost nun (x1,...,7,)7 das System (*), so 16st es auch die erste Gleichung von (**),
da sie identisch ist.
Durch Addition der A-fachen ersten Gleichung von (*) zur Zweiten, 16st « eben auch
die zweite Gleichung in (**). Umgekehrt: z 16st (**) mit Substraktion der A-fachen ersten
Gleichung aus (**) wieder zu (*). O

Satz

Jede Matrix A € R™*" (nichtidentisch 0) kann man durch elementare Zeilenumformun-
gen auf Zeilenstufenform bringen.
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Beispiel

Gesucht ist Losung von Az =b, A € R4 b e R* = 2 € R?

1) Erste und zweite Zeile vertauschen

001 2|9 0[3 4 5]9
o3 asi9] u [oo0 1 29
Abh=1g6 7 s8lol ™ loe6 7 slo
099 99 09 9 99

2) Multipliziere erste Zeile mit (—2) und addiere sie zur dritten Zeile

3) Multipliziere erste Zeile mit (—3) und addiere sie zur vierten Zeile

)
)
)
)

4) Addiere zweite Zeile zur dritten Zeile
5) Multipliziere zweite Zeile mit 3 und addiere zur vierten Zeile
0|3 4 5 9 013 4 519
2),3) 0 0|1 2 9 4),5) 0O 01 219
o rd A
0 0|—-1 -2 9 0 00 010
0 0|—-3 —6|—18 0 00 019

6) Vertausche dritte und vierte Zeile

o O O O

Beachte: Man benétigt in der entsprechen Zeile ein Element # 0, mit dem man elimi-
nieren kann: Pivot-Element.

Praktisch: Am Stabilsten ist es, als Pivotelement das betragsméflig grofite Element in
k-ter Spalte zu wahlen.

Gaul}’sches Eliminationsverfahren

Zur Losung von Az = b, A € R™*" b e R™:

1) Bilde erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b)

36



2) Bringe (A, b) auf Zeilenstufenform (A, b) (mit a; # 0)

an b1

%k by

Grr | by | Zeiler

Struktur der Losungsmenge
Gibt es ein Bj # 0 fiir ein j € {r+1,...,n}, so gibt es keine Losung, da die j-te Zeile
dann wie folgt lautet:
0-x1+0-x2+...+0-xn:bj7é0
Das heifit es gibt keinen Vektor z, der dies erfiillen kann. Ist dagegen

bry1=0=...=by,
so gibt es eine Losung: Man kann die Unbekannten x,y1,...,x, frei wahlen und die
anderen x1,...,x, sind dann eindeutig bestimmt.

r heift (Zeilen-)Rang der Matrix A und n — r ist die Dimension der Lésungsmenge.
Im obigen Beispiel: © = 2, aber bz # 0, daher keine Losung.

Im Allgemeinen hat (A, ) keine Struktur mit a,; # 0.
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