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Teil |

Aussagen, Mengen und
Mathematischen Beweise



.1 Grundlegende Definitionen

Aussage

Sprachliches Gebilde, von dem es sinnvoll ist zu sagen, es sei wahr (w) oder falsch (f).

Beispiele
- 2 ist eine natiirliche Zahl (w)

- 2 ist eine ungerade Zahl (f)

Axiom

Aussage, die man als “wahr” vereinbart, grundlegende (Rechen-)regeln.

Beispiel
14+1=2

Beweis

Ein Beweis eine Aussage ist die Herleitung der Richtigkeit dieser Aussage aus Axiomen
und bewiesenen Aussagen.

Seien A, B Aussagen.

Typisch:
Folgerung: A = B

Hierbei ist A die Vorraussetzung (oder auch Hypothese) und B die Folgerung. Gesprochen
wird dies als:

- “aus A folgt B*
- “A impliziert B“
- “B ist notwendig fiir A“

- “A ist hinreichend fiir B*



Beispiel

m und n sind natiirliche Zahlen = m + n ist eine natiirliche Zahl

Definition [Cantor, 1895] (“set")

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschieder Objekte unserer
Anschaunung oder unseres Denkens, wobei von jeden dieser Objekte eindeutig feststeht,
ob es zu dieser Menge gehort oder nicht.
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Darstellung einer Menge

Durch Aufzihlung seiner Objekte oder durch Beschreibung der Eigenschaften der Ele-
mente.

Schreibweise
- A:={ai,...,an} (Reihenfolge unwichtig)
- a € A - aist Element der Menge A
- a ¢ A - aist nicht Element der Menge A

- N:={ n:n ist eine natiirliche Zahl} = {1,2,3,4}
“Menge aller n, fiir die gilt..“

- Np:=1{0,1,2,3,..} =NU(

Seien A, B Mengen

- A C B - A ist eine Teilmenge von B, d.h. jedes Element von A ist auch Element
von B.

- A C B - A ist eine echte Teilmenge von b, d.h. B # A
- AUB:={x:2 € ANz € B} - Vereinigung von A und B
- ANB:={x:2 € AV x € B} - Durchschnitt von A und B

- A\B:={z:2 € ANz ¢ B} - Differenz (erfordert keine weiteren Eigenschaften
von A und B)

Fiir A C B heikt A® := B\A= {2 : 2 € BVz € A} Komplent von A in B (“B ohne A%)

Beispiel:
A:={1,2,4,5}, B:={2,3,5,6}

- ANB=1{2,5}
- AUB =1{1,2,3,4,5,6}
- A\B = {1,4)

Der erste Beweis

Sei M eine Menge und A, B Teilmengen von M, d.h. A, B C M.
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Zu Zeigen
(AUB)Y C AN B¢

Beweis

AC ={x € M : x ¢ A} (laut Definition)
B¢ ={x € M : x ¢ B} (laut Definition)

(AUB) ={reM:x¢ AUB}
Zu zeigen ist: a € (AU B)® = a € A N B¢
(Hier fingt der Beweis an)

Sei also a € (AUB)®, dh.ae Mund a ¢ AUB
=a¢ Aunda ¢ B

= a € A® und a € B¢

=ac AN B¢

Satz beendet - wird mit einem kleinen quadrat rechts unterhalb des Beweises gekenn-
zeichnet.

Wichtige Mengen
- natiirliche Zahlen: N, Ny
- ganze Zahlen: Z :={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

- rationale Zahlen: Q := {% pEL,qE N} - Nur eine mogliche Definition

Regeln (1.1.1) beim Umgang mit Mengen

- Jede Menge A enthélt jedes Element nur einmal; es gilt a € A oder a ¢ A. Es gibt
genau eine Menge, die kein Element enthélt: () := {} - die leere Menge

- Elemente von Mengen kénnen wieder Mengen sein, z.B.:

e A:={N} - Menge mit einem Element
o A:={N}U{0} - Menge mit zwei Elementen

P(A) oder 24: Potenzmenge von A, z.B.: P(A) = 212} = (¢ {1}, {2}, {1,2}}

12



Beispiel: Barbier von Sevilla

Der Barbier rasiert genau die Méanner, die sich nicht selbst rasieren.
“Def:“ M := alle Manner, die der Barbier rasiert
Barbier € M? Weder noch!

- Barbier € M = wird rasiert von Barbier = er rasiert sich selbst = Barbier ¢ M
- Barbier ¢ M = er rasiert sich selbst = Barbier € M

Dies ist ein Paradoxon; Grund fiir das Paradoxon: ,falsche Definition einer Menge.
Menge: nach Definition: von jedem Element der Menge steht eindeutig fest, ob es zur
Menge gehért oder nicht!

Aufgabe 3(ii)
Beweistechnik: direkter Beweis

z.7.: m,n € Z, m gerade, n gerade = m +n € Z, m + n ungerade

Beweis

Sei m € Z gerade und beliebig, d.h. es gibt ein [ € Z, sodass m die Darstellung m = 21
hat. (Kurz: m € Z gerade = 3l € Z : m = 2)

Ebenso: Sei n € Z ungerade = 3k € Z, sodass die Darstellung n = 2k + 1 existiert.
Fiir die Summe gilt also:

m+n=204+2k+1=2(l+k)+1
Da fiir jedes 1 und k der Ausdruck 2(1 + k) gerade ist, muss 2(1 + k) ungerade sein.

ged.
Definitionen
<
- Fiir z,y € R definiere min(z,y) := {x, r=Y
Yy, sonst
; >0
—FﬁerRist]w\:{x T=
—z, —x<0

Lemma 1.1.2

z,y € R = min(z,y) = %(ery— |z —yl) (%)
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Beweis

(mittels Fallunterscheidung, oft bei |o|)
Seien z,y € R beliebig

Fall1: z >y

[min(z,y) =] §(z+y— |z —yl)

|z — y| > 0, laut Definition des Betrags gilt also: |z —y| =2z —y

=le+ty—(2-y)=3r+y—2+y) =12y =y =min(z,y)

Korrekt aufgeschrieben:

min(z,y) =y=32y) =3 +y—z+y)=3@+y—(x—y) =5x+y—|z—yl)

Fall 2: x <y
[min(z,y) =] 5(z +y — |z — yl)
|z — y| > 0, laut Definition des Betrags gilt also: |z —y| = —(x — y)

=z +y+ (x—y) = 5(22) = = min(z,y)

ged.

Lemma 1.1.3

Seien a, b, c,d € R

Behauptung

~-a<bundc<d=a+tc<b+d

-a<bundc<d=a-2c<b-2d

Beweis (1)

Vorraussetzung: a < b (*) und ¢ < d (**)
= at+c<bt+c < b+d

*+4c *ok

ged.
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Beweis (2)

Vorraussetzung a < b (*) und ¢ < d (*¥*)
= a—2c<b—2
~
Gegenbeispiel iiberlegen: Die Aussage muss ja, wenn sie richtig ist, fiir jedes a, b, c,
d gelten. Es reicht daher, ein Beispiel konkreter Zahlen zu finden, fiir das die Aussage
falsch ist. (Beispieldaten miissen die Vorraussetzungen erfiillen!)
Hier: Wahlea:=0,b:=1,c:=1,d:=0
=a=0<b=1erfiillt und ¢ = —1 < d = 0 ebenfalls erfiillt aber:

a—20=0-2(-1)=2¢1=1-0=b—2d

Beweistechnik: Beweis durch Gegenbeispiel

Definitionen

- Zwei Mengen A, B heifien disjunkt, falls AN B = (), Schreibweise: AU B := AU B,
wobei AN B =)

- Nach Definition sind fiir A C B die Mengen A und A® immer disjunkt und AUA® =
B

- Fiir eine endliche Menge M ist |M| := Anzahl der Elemente von M (|M] ist die
Michtigkeit von M)

- A, B endliche Mengen und ANB =0 = |AUB| = |A| + |B|

- Allgemeiner Fall: A, B endliche Mengen = |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|

15



Beweis (Siebformel)
[AUB| = [AU(B\A)|

= Al +[B\A|

= [A]+|B\(AN B)|

= Al +[B| - [AN B
Definitionen

Fiir zwei Mengen A, B ist das kartesische Produkt:

A x B:={(a,b) :a € Abe B}

Menge aller geordneten Paare (d.h. Reihenfolge wichtig)

- Nach Definition ist Ax B# B x A
- [Ax B|=|A|-|B]|
- Fiir A = B schreibt man auch A2 := A x A

- n-faches kartesisches Produkt: A1,..., A, Mengen:

— A1 X A2 X ..o X An : {(al,ag, ...,an) : ai,i = 1’[7,}

~Ist Ai=AVi=A"=(Ax...x A)
—_———

n—mal

Lemma

3
S¢N
Beweistechnik: Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis)

Annahme: % eN
3

= es gibt eine nattirliche Zahl, sodass 5 € N ist. % =m & 3 = 2m. 2m ist gerade, also
muss 3 auch gerade sein. Widerspruch!

Lemma 1.1.4

V2 ¢ Q (V2 ist keine rationale Zahl)
Beweistechnik: Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis)

Wir nehmen an die Aussage ist falsch, d.h. es gibt zwei Zahlen p € Z und ¢ € N,
sodass /2 die Darstellung v/2 = g hat. Dabei sollen p und g teilerfremd sein, d.h. der

16



Bruch g lasst sich nicht kiirzen. o0BdA (Ohne Beschrankung der Allgemeinheit) sind p
und q teilerfremd.
Insbesondere folgt daraus, dass p und g nicht beide gerade sind. Dann folgt:

p

2
\@:5:2=%@2q2:p2(*)

Dies Bedeutet p? ist gerade = p gerade (siehe Nebenbeweis)
= es gibt ein m € Z, sodass p die Darstellung p = 2m hat.
Einsetzen in (*) liefert:

2¢° = p? & 2¢° = (2m)? = 4m? & ¢ = 2m?

Daraus folgt: ¢? ist gerade = q ist gerade.
Damit sind sowohl p als auch q gerade. Dies ist ein Widerspruch zu “p und q sind
teilerfremd"

= es gibt keinen Bruch zur Darstellung von v2 = v/2 ¢ Q

Nebenbeweis von Lemma 1.1.4

(2m)? = 4m? fiir m € Z = “Zahl gerade < Zahl? gerade®
2m +1)% = 4m? + 4m + 1 fiir m € Z = “Zahl ungerade < Zahl® ungerade"
g g

17



Wichtige Mengen
- @Q: Menge der rationalen Zahlen

- R: Menge der reellen Zahlen

- R\Q: irrationale Zahlen

Beispiel

0,9=0,999..9 € R
Frage: 0,9 =17
Antwort: Ja!

Beweis (algebraisch)

.3

Lol
Il
[

3=0,999...=0,9

[S—
Wl

Beweis (analytisch)

0,9 =0,999...

S+ s+ 1
%5 (i)

_ 9

00+‘<;;)—T0(1+10+10 + -
9 1\n Satz 2.2.1 ¢

w2 ()" = *o(
n=

O

Il
o‘o Sle

,L> % (é) =1
10 10

anderer Beweis

Satz von Euklid

Eine weitere Aussage, die sich durch Widerspruch beweisen lésst ist der Satz von Eu-
klid: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Definition Primzahl

Alle natiirlichen Zahlen > 2, die nur durch sich selbst und durch 1 teilbar sind, sind
Primzahlen.

18



Beweis durch Widerspruch

Dazu nehmen wir an, die Aussage ist falsch. Sei also P := {p1,p2,...,px} die (endliche)
Menge aller Primzahlen. Betrachte dann die Zahl:

p:=p1-p2-.. ppt+1

p ist entweder eine Primzahl oder nicht. Wir zeigen, dass in beiden Féllen ein Wider-
spruch entsteht.

Fall 1

Angenommen, p ist eine Primzahl. Da die Menge P alle Primzahlen enthélt, muss p € P
sein. Widerspruch zur Definition von p, da p > p fiir p € P.

Fall 2

Angenommen, p ist keine Primzahl = p ist durch eine Primzahl p € P ohne Rest teilbar.
p € P = pteilt py - ... pr ohne Rest = (nach Definition) p geteilt durch p ergibt Rest
1. Widerspruch zu p keine Primzahl.

Beide moglichen Fille fiihren zu einem Widerspruch zu der Annahme, dass P endlich
ist. Also muss P unendlich sein.

Kontraposition

Eng verwandt mit dem Widerspruchsbeweis ist der Beweis durch Kontraposition:

Seien A, B Aussagen. Kontraposition einer Implikation. (A = B) < (B = A)

Tautologie

Eine Tautologie ist eine zusammengesetzte Aussage, die unabhingig vom Wahrheitsge-
halt von A und B immer wahr ist.

Beispiel 1.1.5

Wir zeigen =B = —A
—B: Sei m € Z so, dass m nicht durch 2 teilbar ist, d.h. m ist ungerade. Da m ungerade
ist, ist m insbesondere nicht durch 6 teilbar, d.h. = A gilt.

19



Beispiel 1.1.6

Falsche Behauptung
Jedes z € R 16st die Gleichung 2x = 0.

Falscher Beweis

2r=0&2=—=2

= 2% = 2?

& 0 =0 gilt fiir jedes z € R.

Schlussfolgerung ist korrekt. Aber damit ist die Aussage nicht bewiesen. Richtig wire
“von unten nach oben®, aber dies gilt nicht, da sich das Quadrieren nicht umkehren lasst.

A:rjedesz € Q B:1ost 2x =0

Zu zeigen wire A = B

Tatséchlich im falschen Beweis gezeigt: B = A
Richtige Behauptung

x = 0 ist die einzige Losung von 2x = 0

Richtiger Beweis
A= B:

2x = 0 = x = 0, also kann h&chstens x = 0 sein.

B = A:
x=0=2x=0
(Diesen Satz kénnte man wegen 2v = 0 < z = 0 einsparen)
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Zum Summensymbol

>~ (Sigma) Abkiirzung fiir Summen

n
Yoki=14243+---+n
k=1
Bilde die Summe von k=1 bis n (stillschweigend k € Z)

n
Zai:ao+a1+a2+---+an

2 2
2 Ii=27 1=J’~§01=

Rechnen mit Summenzeichen

7

-y a = Zak
=0

- Zak—Fij—Z(ak—i-bk)
k=0 7=0 k=0

n
- Y @i bj = ag - big + @iz - bag A+ @i - bk Zn—Zn
7j=1 neN

Satz 1.1.7. arithmetische Summe

FﬁrjedesneNZk:w (*)
k=1

Beweis durch Induktion iiber n.

I. Induktionsanfang:

Zeige dass (*), d.h. A(n) richtig ist fiir n = 1. Dazu:
21 LD " qh. (%) gilt fiir n = 1,

21



Il. Induktionsschritt:

n
Wir nehmen an, dass (*) fiir ein beliebiges n > ng gilt. d.h. es gilt kz_:l k= % Wir
zeigen, dass dann (*) auch gilt, wenn n durch n+1 ersetzt ist. Wir starten mit (*) fiir n.

Zk—nn_ﬂ)

o S k4 (1) =m0 4y
k=1

n+1

n+1
&3 k= 2D g, (%) ist wahr fir n1.

ged.

Satz 1.1.8. Bernoulli-Ungleichung

Fiir jedes x € R mit x > —1 und jedes n € N gilt (14 )™ > 1 + nx (*)

Beweis durch Induktion iiber n.

I. Induktionsanfang;:

Zeige (*) gilt fiir n=1
(14+z)=142>14+1-2,dh. (*) gilt firn = 1.

Il. Induktionsannahme:

(*) gelte fiir beliebiges n > ng. Zeige (*) gilt auch fiir n + 1! Dazu: (1 + z)"*! =
(1+2)>0
(1+z)"-(1+2) > (1+nz)(1+z) = 1+(n+1)-2 = n2? > 1+(n+1)-z
Induktionsannahme fiir n

d.h. (*) gilt fiir n+1.

ged.

1.1.9. Falsche Satze und Behauptungen

Wird hier nicht aufgezeigt, weil es einfach nur sinnlos ist.
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Intervalle
Fiir jedes a € setR mit —oco < a < o0:
- la,00) :={z € R : x > a} (halbgeschlossenes Intervall)

- (—00,a) :={z € R : x < a} (uneigentliches Intervall)

Produkte und Fakultat

n
- Produktzeichen: [ ax:=aj-ag----- an
k=1

- Speziell: fir n € Nist nl :=n(n—-1)(n —2) - ---- 1= ][ ki - Vereinbarung: 0! =1

k=1
Satz 1.1.10
Fir jedes q € R, q ;é 1 gilt:
(*) Z ¢ =1 q " fiir beliebiges n € N
(geometrische Reihe: Z =1 7 mit lq| < 1)
Beweis
Induktion iiber n:
LA.:
n =
s 1— . . .
S dF=¢"=1= T4, d-h. (*) ist richtig fiir n = 0
k=0
I.S:n—-n+1
Dazu nehmen wir an, (*) gilt fiir n.
z.Z.: Dann gilt (*) auch fiir n + 1
+1
"Zq _Zq » n+1IA 1— +qn+1 1_qn+1+ n+1(1_q) _1_qn+1+qn+1_qn+2: 1_qn+2
1 —q l—q l—q l—q l—q

Kardinalitat unendlicher Mengen

Wie kann man die Michtigkeit (d.h. die Anzahl"der Elemente) fiir unendliche Mengen
bestimmen? Ist N “grofer” als Z7 Ist R “grofer” als Q7 Dazu ein Gedankenexperiment.
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Hilberts Hotel (David Hilbert 1862-1943)

Das Hilbertsche Hotel hat unendlich viele Zimmer. Alle Zimmer sind belegt. Kommt ein
neuer Gast, kann er wie folgt untergebracht werden:

Gast in Zimmer 1 — Zimmer 2
Gast in Zimmer 2 — Zimmer 3

Gast in Zimmer n — Zimmer n + 1
neuer Gast — Zimmer 1

Wir konnen sogar mit Induktion schliefsen, dass jeder Gast im belegten Hotel eine Zigarre
hat, obwohl keine Zigarre in das Hotel mitgebracht werden darf, denn:

Gast aus Zimmer 1 bekam 1 Zigarre von Gast aus Zimmer 2

Gast aus Zimmer 2 bekam 2 Zigarren von Gast aus Zimmer 3

Gast aus Zimmer 3 bekam 3 Zigarren von Gast aus Zimmer 4

Problem: Hier fehlt der Induktionsanfang

= Das Prinzip des Abzédhlens geniigt nicht um Kardinalitdt unendlicher Mengen eine
sinnvolle Bedeutung zu geben.
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1.2 Abbildungen (Funktionen)

Definition 1.2.1

Seien X, Y Mengen.

Eine Abbildung (Funktion) f : X — Y ist eine Vorschrift, die jedem = € X genau ein Element
aus Y, namlich f(x) zuordnet.

Schreibweise

f:X —Y mit x — f(x) "Bild von x unter {"
- X: Definitionsbereich
- Y: Werte- oder Bildbereich

Fir Z C X definiere:
f(Z)={yeY :esgibteinx € Zmity= f(x)} ={f(z):x € Z}

Fir W CY heifst
W) ={z e X: f(x) e W}

Urbild von W unter f, Beachte: f~1{(W) C X

Definition 1.2.2
Fiir Mengen X, Y heifst die Funktion f: X — Y
- surjektiv, falls zu jedem y € Y ein x € X gibt mit y = f(x)
- injektiv, falls aus x1 # w2 und 21,22 € X folgt: f(x1) # f(z2 >)

- bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist
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Definition [Cantor 1874]
Seien A, B Mengen
- A ist nicht grofser als B, wenn es eine injektive Abbildung f: A — B gibt.

- Ist f bijektiv, so heifsen A und B gleich grofs oder gleichmiichtig.

- Die Menge A heifit abzdhlbar unendlich, wenn es eine surjektive Abbildung f :
N — A gibt. Andernfalls heift A {iberabzdhlbar.

Folgerung
Menge A abzdhlbar < die Elemente von A lassen sich durchnummerieren, d.h. ist A :=
{ai,a2,as3,..} = f: N — A (i — a;) ist surjektiv.
Beispiel
- Jede endliche Menge ist abzihlbar, denn A := {a1,a2,as, ...}, Def f: N — A mit

. a;, 1<i<n
i == ‘
ai, i>n

- N ist nach Definition abzahlbar mit f = id(Identitét), id : N — N mit ¢ —:= f(4)

- Z,N x N, Q abzihlbar

Lemma 1.2.3
7. ist abzahlbar.

Beweis

Wir definieren die Zuordnung 1 — 0, 2 — 1, 3+— -1, 4— 2, 5— -2 6— 3, 7T—
-3, ...
dh.: f: N — Z mit

Fn) = {%_, n%2 =0, neN

SH, o n%n2=1,neN

= f ist bijektiv.

ged.

Satz 1.2.4

Q ist abzéahlbar.
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Beweis

Nach Definition ist Q := {% ipEZ,q€ N}.

= Jede rationale Zahl lisst sich als Briiche 2 mit teilerfremden p € Z und ¢ € N dar-
stellen. Wir ordnen diesen Bruch den Punkt (p,q) € Z x N zu.

5
4 o ¢  —— ¢ —— 4 —— &
| |
Ful 3 * $ — 4 — # — & .
|1 |
2 + + ¢ — 4 — * *
| .
1 —_— . <« L I r — &
3 2 1 0 1 2 3

Nummeriere nun die Punkte ldngs des gezeichneten Streckenzugs durch, wobei die iiber-
sprungen werde, die einem Bruch mit nicht teilerfremden p und q entsprechen. Dies
erzeugt eine bijektive Abbildung N — Q.

ged.

Ebenso beweist man, dass N x N abzihlbar ist.
Satz 1.2.5
Die Vereinigung abzdhlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist wieder abzdhlbar.

Beweis

Gegebene Mengen M,,,n € N (-> abzdhlbar viele Mengen) mit M, := {Zn, m € N}.

- Vereinigung ist |J M, (= M1 UMyUMsU...)
neN
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- Elemente: |J M, = {zmn : m,n € N}
neN

Ordne die an wie im vorigen Beweis und nummeriere sie durch.

ged.

Definition

Eine Folge (xy,)nen reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R (Jedem n € N wird ein
Zn € R zugeordnet.)

Satz 1.2.6

R ist iiberabzdhlbar

Beweis

(mit Cantorschem Diagonalverfahren)
Wegen Satz 1.2.5 geniigt es zu zeigen, dass das Intervall (0, 1) nicht abzdhlbar ist. (da
R=ZuU(0,1)u(0,2)U(-1,0)U...)

Beweis durch Widerspruch

Angenommen, (0, 1) sei abzdhlbar. Dann gibt es eine Folge (x,,)nen reeller Zahlen, sodass
(0, 1) = {zy, : n € N}. Die Dezimaldarstellung dieser sei

xr1 = 0.a11a12a13 e

xo = 0.a21a92a903 . . .

r3 = 0.(131&32&33 e

(aij € {0, 1,..., 9})

Definiere nun eine Zahl ¢ €]0,1[ durch die Dezimaldarstellung ¢ := 0.cjcacs ..., wo-
. 5, apk #5
bei ¢ :=
4, ark = )

Insbesondere ist ¢ # agy fiir jedes k € N. Nach Annahme der Abz&hlbarkeit gibt es ein
m € N, sodass ¢ = A\,,,. Daraus folgt aym = -

Einerseits Definition von x,, oben: x,;, = 0.am1...ampn, Andereseits: 2, = ¢ = 0.c1...c,
Dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion von c. Also ist die Annahme falsch und damit
das Intervall (0, 1) iiberabzdhlbar. Insgesammt ist als R iiberabzdhlbar.

ged.
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Wir halten fest: R ist substantiell grofer als N, Z, Q, N x N

Satz 1.2.7

Die Potenzmenge (Menge aller Teilmengen von A) einer beliebigen abzahlbar unendlichen
Menge A ist iiberabzihlbar. Insbesondere ist P(N) iiberabzdhlbar.
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Satz 1.2.8

Sei X endliche Menge, sei f: X — X eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(i) fist injektiv
(i) fist surjektiv
(iii) fist bijektiv
Beweis
Um Aquivalenz zu zeigen, kann man zeigen:
(i) « (ii) und (ii) < (iii)
Man kann aber auch einen Ringschluss bilden:
(i) (i) = (i) = (i) = (1)

X endlich, d.h. | X| = n fiir ein n € N.
Speziell bezeichnen wir X := {z1, ..., z,,} mit paarweise unterschiedenen Elementen. d.h.:
:):Z-;éxj fiir i,5 € N, ¢ # 7.

Wir zeigen (i) = (ii):

Dazu f injektiv, nach Definition werden z1,z9 € X mit x1 # o auf f(x1) # f(x2)
abgebildet. Wir haben n (paarweise verschiedene) Elemente im Definitionsbereich, die
auf paarweise verschiedene Elemente in X abgebildet werden, d.h. |f(z)| = n. Nach
Definition (f : X — X) ist f(X) C X, also f surjektiv.

Zeige nun (ii) = (i):

Zur Errinerung: f surjektiv = f injektiv < f nicht injektiv = f nicht surjektiv

Beweis durch Kontraposition:

Dazu sei f nicht injektiv = f(x) kann hochstens n — 1 Elemente enthalten. Also ist f
nicht surjektiv.

Wegen (ii) = (i) folgt nach Definition von Surjektivitdt auch (ii) = (iii). Ebenso gilt
nach Definition von Bijektivitat (iii) = (i)

ged.
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Teil 11

Folgen und Reihen
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1.1 Folgen

Errinere: Eine Folge (2, )nen reeller Zahlen ist definiert als eine Abbildung N — R.
Bezeichnung: z,, heift n-tes Folgenglied, n heifst Folgenindex.
Beschreibung durch

e explizite Definition, z.B.: x, := n?

o = 0,
e rekursive Definition, z.B.: Fibonacci-Folge := < z1 := 1,

Tp 1= Tp—1 + Tp-2

Beispiel 2.1.2

(i) Folge (an)nen definiert durch a, := a Vn € N fiir ein gegebenes a € R (konstante
FOlge) (an)neN = (a, a, a, )

(ii) Folge (by)nen definiert durch b, := (—1)" Vn € N (alternierende Folge) (by,)nen :=
(-1,1,-1,1,...)
(iii) Folge (cn)nen sei ¢ := %, n € N; (¢n)nen = (1, %, %, 3 Toeen)
(iv) Folge (dn)nen mit dy, := g, EN; (dn)nen = (%, %, %, %, ) )
Gilt fiir eine Folge (2 )neny n = O fiir alle n > N fiir ein festes N € N, so nennt man
(Zn)nen endliche Folge.

fiir (ap)nen ist lim a, = a
n—oo
fiir (by)nen Bpringen'die Werte - Konvergenz?

fiir (cp)nen ist lim ¢, =0
n—oo

fir (dp)nen ist lim d,, =1

n—oo

Definition 2.1.3 Konvergenz

Eine Folge reeller Zahlen (zy,),cn konvergiert gegen die Zahl z* (den Grenzwert), falls
er fir jede Folgerung e > 0 (e € R) einen Index N (= N,) gibt, sodass gilt |z, — z*| <
eVn > N.
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Ist das der Fall, so schreiben wir lim z,, = x* und nennen diese Folge konvergent,
n—oo _ =

sonst divergent.
= b, = (—1)" divergiert.

Beweis

Angenommen, Folge konvergiert gegen ein b* € R
= nach Definition gibt es zu € := 1 ein N € N, sodass gilt: |b, — b*| < 1 fiir allen > N (*)

Fiir alle n > N gilt dann nach der Dreiecksungleichung

2= |bpt1 — bn| = |(bpgr1 = ")+ (0" = bp)| < |bpy1 — 0|+ |b" —bp| <1+1<2
Widerspruch!

Also ist (by)nen nicht konvergent.

ged.

33



Definition: Konvergenz einer Folge

Eine Folge (ap)nen heift konvergent gegen einen Grenzwert a*; in Zeichen: lim a, = a*,
— = n—oo

falls gilt: fiir jedes € > 0 (e € R) gibt es ein N € N (das von € abhéngt, d.h. N = N),
sodass fiir alle n > N gilt: |a, —a*| <€
Kurz: Ve > 03N : |a, —a*| <eVn >N

(Andernfalls: divergent)

Archimedisches Axiom (AA)

Bisda: bei vollstdndiger Induktion hatten wir natiirliche Ordnung "<"benutzt (bzgl. N)
Bzgl. R benétigen wir das Archimedische Axiom.

Fiir je zwei Zahlen x,y € R, x,y > 0, existiert ein n € N, sodass n-x >y

Folgerung 2.1.4

Zu jedem x € R gibt es ein eindeutig bestimmtes n € Z, sodass n < ax <n+1

Diese Zahl heift [z (floor(x), untere Gaufkklammern) ("grofte ganze Zahl, die in x ent-
halten ist")

Ebenso: Zu jedem x € R gibt es ein m € Z mit % <n.=> % <€

ged.

Satz 2.1.6
SeibeR; b >0
- b >1=> es gibt zu jeder Konstante K € R, K > 0 ein n € N, sodass b" > k

-0 <b<1=>esgibt zu jedem € > 0 ein n € N, sodass " < €

Fortsetzung Beispiel 2.1.2
(iif)

(Cn)nen mit ¢, = %

Behauptung

lim ¢, =0, also Grenzwert ¢* = 0 (auch Nullfolge genannt)
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Beweis

Sei € > 0 beliebig vorgegeben (=> % € R, % > 0). Wahle nun N als die kleinste natiirliche
Zahl, die grofer ist als % (Diese existiert nach Folgerung 1.2.5). Damit folgt:
’% - 0} < e fiir jedes n > N. Also (¢n)nen Nullfolge.

qed.

(iv)

(dn)nen mit dy, 1= 15
Behauptung

Grenzwert ist d* =1, d.h. lim 75 =1

Beweis

Sei € > 0 beliebig. Wihle wieder N als die kleinste natiirliche Zahl, die gréfser ist als % =
flir jedes n > N:

n+1 n+1_n+1 n+1 n+1

n_'_

n n+1‘_

n—(n—l—l)’_ 1

ged.

Geometrische Bedeutung der Konvergenz

Fiir € > 0 versteht man unter e-Umgebung von a* € R die Menge aller Punkte, die von a*
einen Abstand < e haben, also das Intervall (a*—€,a*+¢) = {z € R : a*—e < x < a*+¢€}
Konvergenz einer Folge (a,)nen gegen a* bedeutet: ab einem von e abhéngigen Index N
liegen alle Folgenmitglieder a, in (a* —€,a* + ¢€), d.h. a, € (a* —€,a" +€) Vn > N.

Definition
(an)nen heikt nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es eine Konstante @ >

0,a € R (unabhéngig von n) gibt, sodass a,, > a Vn € N
(an)nen heift beschrinkt, falls es ein @ > 0,a@ € R gibt mit |a,| <@ Vn € N.

Bemerkung

(an)nen beschrinkt < (a,)nen nach oben und unten beschrénkt.
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Satz 2.1.7

Jede konvergente Folge ist beschréankt.

Beweis

Sei (an)nen konvergente Folge, d.h. lim a, = a*.

Wihle € := 1 = es gibt ein n € N, sggaogs lap, —a*| <1Vn >N

= |ay| = |an — a* + a*| A_%ngl' lan, —a*| + |a*| < 1+ |a*| fiir n > N
Setze @ := max {|a1],|az|, ..., |lan_1,|a*| + 1}

= |a,| <afir allen € N
ged.

Bemerkung
Umkehrung gilt nicht!
Beispiel

(an)nen mit ap, = (—1)"

(@n)nen ist zwar beschrénkt: |a,| =1 Vn, aber (an)nen divergiert.

Fortsetzung Beispiel 2.1.1
Fibonacci-Folge (rekursiv) (2, )nen mit
zg:=0
T1:=1

Ty = Tp—1 + Tp—o fir n > 2

Behauptung

Tnt1 >N Vn € Ny

Beweis
lLA.:

n=01=z;>20n=11=2,2>1
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I.S:n—-n+1

LA.
Tppl1 =Tp+Tp—1 > (n—1)+(n—-2)=n+n—-3>n,dan>3

ged.

Fibonacci Folge unberschrinkt = Fibonacci-Folge divergiert.
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Rechenregeln fiir den Betrag

>0
Fir z e Rist |z| = {x, v=
-z, —x<0
Fiir a,b € R:
e |a-bl=lal-|b|

o |3 =1l b#0

Lemma 2.1.8

(Yn)nen mit y, := x™ fiir ein x € R. Das Konvergenzverhalten von (y,)nen hangt vom
Wert von x ab. Wir unterscheiden 4 Fille:

Fall 1: |x| < 1

= lim = 0 (Nullfolge, in diesem Fall auch geometrische Folge)

r—00

Beweis

Sei € > 0 vorgegeben. Aus Satz 2.1.6. folgt: fiir jedes z € R mit |z| < 1 gibt es ein N € N,
sodass |z|" < e
= 2" — 0] = 2" < |z|" < e

Fall 2: |x| =1

=2"=1VneN, also lim 2" =1
T—00

Fall 3: x = -1

=z"=(-1)"=y,
Folge divergiert, siehe Beispiel 2.1.2 (ii)
Fall 4: |x| > 1

Folge divergiert, denn nach Satz 2.1.6 (a) ist (2™),en unbeschrinkt.

Satz 2.1.9 (Eindeutigkeit des Limes’)

(an)nen konvergiere sowohl gegen a* als auch gegen b*.
= a* =b*
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Beweis

(Beweis durch Widerspruch)

Angenommen, a* # b*. Setze € := $|a* — b*|

Aus der Konvergenz folgt: 3N, Ny € N, sodass |a, — a*| < € Yn > Ny und |a,, — b*| < €
foralln > Ns.

Fir N := max{Nj, Ny} gilt dann:
lap, —a*| <eVn >N,
lanp, —b*| <eVn >N
= |a* —b*| = |a* — an + ap +b*| > |a* — an| + |an — b*| < 26 =2 L|a* —b*| = |a* — b¥|
Widerspruch! |a* — b*| £ |a* — b*| = a* = b*

ged.

Bemerkung

Wegen dieser Aussage macht lim a, = a* erst Sinn.
n—oo

Satz 2.1.10 (Summe und Produkte von Folgen)

(an)neNa (bn)neN M
= (apn + bp)nen, (an - by)nen konvergent und

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b,,
n—oo n—o0 n—oo

lim (ap - b,) = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo

Achtung

In die andere richtung gilt dies nicht!

Beispiel

lim (1-1)= lim 1 =1, aber:
n—oo n—oo

lim n = oo, obwohl lim 1 =0
n—oo n—oo
Beweis

Bezeichne a* = lim a,, b* = lim b,
n—oo n—oo
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Summe

z.Z.: lim (a, + by) = a* + b*

n—oo
Dazu: Sei € > 0 vorgegeben => £ >0
Aus Konvergenz folgt dann: IN7, Na € N, sodass

lan, —a*| < = Vn > Ny,

b — b < = Vn > No

Nl DN

= Vn > N := maz { N1, N2} gilt:

(@0 +ba) = (0" +5)| < Jan — |+ [b = b7 < 5+ 5 =

Produkt
z.Z.: lim (a, - b,) = a* - b*

(an)nen; (bn)nen konvergent

= (an)neN, (bn)nen sind beschrankt, d.h. 3K > 0, K € R, sodass |a,| < K Vn € N und
lbn| < K VneN. Seie>0= 5% >0

Aus Konvergenz folgt: AN1, Ny € N mit

. €
\an—a |<ﬁV7L2N1,
€
= Vn > N := maz { N1, N2} gilt:
|anby, — a*b*| = |anby, — anb® + apd™ — a*b* = |ay (b, — b*) + b*(a, — a”)|

€ €
< |an (b, — b* b*(an — a®)| = |an||by — b b*| lap —a*| < K—+ K— =
< Jan(bn = 57)| + 6" (an — a)| = lanllbn = b7 + [B7] lan — 0| < Ko + K5 =
<K

Korollar 2.1.11 (Linearkombination konvergenter Folgen)

(an)neNa (bn)nEN konvergent, A, u € R
= (Aap, + by )nen konvergent und lim (Aa, + pby) = A lim a, + p lim b,
n—00 n—00 n—00

Korollar 2.1.12

(an)nen, (bn)nen konvergent, lim a, = lim b,
n—oo n—oo

< lim (a, — by,) =0 (d.h. (an — bp)nen ist Nullfolge.)
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Satz 2.1.13

(an)nen, (bn)nen konvergent, mit lim b, = b* # 0
n—oo

= Es gibt ein ng € N, sodass b, # 0 Vn > ng; die Quotientenfolge <‘;—:>n>n0 konvergiert
und B
lim a, lim a,
i e
n—oo by, lim b, b*
n—oo
Beweis

Betrachte nur den Fall a := 1 Vn (allgemeiner Fall folgt dann mit Satz 2.1.10)

Wir zeigen: (b, )nen, lim b, =b* #0
= dng: Yn >mngist b, #0

Dazu: b* #0 =% >0
= wegen Konvergenz gibt es ein ng € N, sodass: (%)|b* — b,| < @ Vn > ng
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Andererseits: (siehe Aufgabe 14 (ii)) |b* — by,| > [b*| — |by|

Zusammen: Vn > ng:

Lo
2

"]

2

> |b*=by| > |b"|—|bn| = |bn] >

> 0 Vn > ng insbesondere b, # 0 fiir n > ng
~—

kk
Zeige jetzt: (by)nen konvergent mit lim b, = b*
- n—oo

= (bi) konvergent mit lim bi = b%
™/ n>ng n—oo ’n

Dazu: (by)nen konvergent => zu vorgegeben € > 0 existiert ein Ny € N:

(¥4%) b, — 0| < 95F v > Ny
= fiir n > N := maz {ng, N1 }:

1

||t
b* b,

b*by,

bu =7 _ e 1 e e2:|b]
0ol ~=" 2 0°[lb]  2Jbal <=2 by

k%

=€

ged.
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Beispiel 2.1.14

i 2
Grenzwert der Folge (¢p,)nen mit ¢, := 2:2;"2”
; o244 n2(24nY)  o4qp-l
Es ist cp = n2—2 7 n2(1-2n=2) T 1-2n—2 (Il > O)

Vermutung: lim ¢, =2
n—oo

Beweis
Setze ¢, = §* mit ay, ::2—i-1,b::1—nl2

n

Es gibt b, ;én() Vn € N. Priife Konvergenz von (ap)nen und (by)nen:

1 1
lim a, = lim <2+> = lim 24 lim —=240=2
n

n—od n—oo n—oo n—oo N

. . . . 2
lmb,=1lm (1—-— |=Ilim1l—1lm —=1-0=1
n—oo n—o0 n2 n—oo n—oo 12

lim an

Damit: nh—>nolo Cp = :li:ann =2= 92
Faustregel

Folge (an)nen mit a, := % mit n, k € Ng und a,b,¢,d € R

-m=k= lima, =2
n—o0 ¢

-m<k= lima,=0

n—oo

- m > k = (ap)nen divergiert

Satz 2.1.15

(@n)nen, (bn)nen konvergent und es gelte a,, < b, = lim a, < lim b,

n—oo n—oo

Beachte

Ist an < b, Vn € N2 lim a, < lim b,
n—oo n—oo

Beispiel

(an)nGN mit a,, 1= O> (bn)nGN mit bn = %

= ay < by, Vn € N, aber lim a, =0= lim b,

n—oo n—oo
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Beweis
Mit Korollar 2.1.12 geniigt es, fiir die Differenzfolge (¢, )nen mit ¢, := ay, — by, zu Zeigen:

(¢n)nen konvergent mit ¢, > 0Vn € N= lim ¢, >0 (¥*)
n—oo

Beweis durch Widerspruch

Angenommen, (*) gilt nicht, d.h es gibt ein ¢* > 0, sodass lim ¢, = —c* und fiir die
n—oo

Wahl € := ¢* gibt es ein N € N, sodass |¢, — (—c*)| < ¢* Vn > N, dies bedeutet aber
len, + ¢*| < ¢ = ¢, < 0 Vn € N. Widerspruch zu ¢, > 0!

ged.

Korollar 2.1.16

a,a € R, (an)nen konvergent und a < a, <a¥n € N=a < lim a, <a.

- n—00
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11.2 (Unendliche) Reihen

Definition
m
Sei (an)nen Folge. Betrachte fiir jedes n € N die Partialsumme s, := > a, = ap+ a1 +
el =0
o0
Die Folge (sm)men, der Partialsummen heift (unendliche) Reihe. Bezeichnung > a,
n=0
fiir:
m
i Folge <Z an> der Partialsummen
n=0 meENy
o0 m
ii Falls (s )nen, konvergiert: »° a, := lima,
n=0 n=0
o0
Entsprechend Definition fiir ) a, fir ein k € N
n=k
Satz 2.2.1 (Unendliche geometrische Reihe)
o o0 1
: : n . , n

Die Reihe ) 2™ konvergiert fiir alle z € R, |z| < 1 und ) 2" = =

Beweis

m
Fiir die Partialsumme gilt nach Satz 1.1.10: s, := > 2" = L2 fijy o # 1. Mit
n=0

l—x

Lemma 2.1.8 miissen wir lim 2™+l = 0, falls |z] < 1. Mit Satz 2.1.13 folgt als fiir

m—00
lz| < 1:
- 1 —gmtl 1
lim s, = lim g 2" = lim =
m—00 m— 00 0 m—00 1—=x 1—z
n=

Satz 2.2.2 (Linearkombination konvergenter Reihen)

oo o0
> an, Y. by, konvergenter Reihen, A, u € R
n=0 n=0

oo

= Y (Aan + pby) konvergiert und Y (Aay, + pby) = A (Z an> + 1 (Z bn)
n=0
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Beweis

Anwendung von Konv. 2.1.11 auf folgender Partialsummen

Beispiel 2.2.3

Unendliche Dezimalbriiche sind Reihen, speziell mit endlicher Periode € Q
Betrachte: z := 0,0863 (= 0,863636363...)

oo
Als Reihe ausgedriickt: x = % + 83 4 % +..= % + > mfﬁ
k=0

[e.@] o0
Mit Satz 2.2.1 und Satz 2.2.2 folgt: 3. joite = £+ 3 (1072)) = 8- (=0 ) = 5%,
n=0 k=0
_ 8 63 __ 19

Definition

Eine Folge heift Cauchy-Folge (C-F), falls gilt: zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, sodass
(an, — am) < € fiir alle n,m > N.

Satz 2.2.4

Jede konvergente Folge (reeller Zahlen) ist eine Cauchy-Folge.

Beweis

Sei (an)nen konvergente Folge mit lim a, = a*.

n—oo
= zu jedem vorgegeben € > 0 existiert ein N € N, sodass |a, —a*| < § Vn > N
= fir alle n,m > N:

|an—am|:|an—a*+a*—am]§|an—a*\+]a*—am|<f—i—£:€

2 2

ged.

Volistindigkeitsaxiom

In R konvergiert jede Cauchy-Folge.
Wir zeigen als néchstes: Vollstdndigkeitsaxiom < Intervallschachelungsprinzip

Betrachte dann fiir a,b € R,a <b,[a,b] :={z € R:a <z <b}
Lange (Durchmesser): diam([a, b]) = b - a
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Intervallschachtelungsprinzip

Betrachte In DI DI, D ...
I, C R abgeschlossenes Intervall ¥n € Ny mit lim (diam ([,,)) =0

n—oo

= d genau ein x € R mit x € I, Vn € Ny

47



Satz 2.2.5 Vollstandigkeitsaxiom =
Intervallschachtelungsprinzip
Beweis

Bezeichne mit I, := [an, by],n € Ny die ineinander geschachtelten Intervalle.

Wir zeigen zundchst:

(an)nen, ist Cauchy-Folge
Dazu: Wegen lim (diam([,)) = 0 gibt es zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 ein N € N,
n—oo

sodass diam(/,) < e Vn > N.

ged.

Vollstadndigkeitsaxiom ..
= lim a, =z €R
n—oo

Weiter ist: ap < a, < b, < by fiir n > k (da Intervalle geschachtelt)

Mit Korollar 2.1.16 folgt: ar < o < bg, d.h. € I Vk, d.h. es gibt einen Punkt in I Vk.

Wegen lim (diam(I,)) = 0 folgt, dass es nicht mehr als einen solchen Punkt x geben
n—oo

kann.

ged.

Satz 2.2.6 Intervallschachtelungsprinzip =
Vollstandigkeitsaxiom

Beweis

Sei (an)nen gegeben Cauchy-Folge = es gibt Folge ng < n; < ng < ..., nx € Ny mit (*)
lan — am| < 27% ¥n,m > ny, (k € Np).

Def. I;; := {z € R: |z — ap,| < 27F1} (abgeschlossenes Intervall der Linge 2 - 2751 =
27542 von ay,

= I > I Yk €Ny

Beweis von I, > I, Vk

Nach Definition ist I = {z € R: ‘x - ankﬂ‘ <27k}
Seif € Iy 1 = |T — ank+1‘ < 27F nach Definition von Ij1. Wegen (a, )nen Cauchy-Folge
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ist aufserdem: ‘ank“ — ank} <27k,

- - - - k41
:>|$*ank‘ < ‘x*ank+1’+|ank+1*ank §2k+2k:2k+731501‘61k
Dr.—Ungl.

Damit sind alle Vorraussetzunge des Intervallschachtelungsprinzip erfiillt, da nach Kon-
struktion der [ gilt:

lim diam (I) = lim 2-27% = 4. lim 27% =0

k—o0 k—o00 k—o00

= es gibt genau ein z* € R mit #* € I Vk € Np, d.h. [2* — a,, | <277 Vk € Ny

Da (ay)nen Cauchy-Folge gilt nach Def (siche (*)): |an, — an| < 27 Vn > ny, also

— ap, |+ |an, — an| <278 $ 2k = 27K (2 4 1) < 27FH2

und damit lim a, = z*, d.h. die Cauchy-Folge konvergiert, und zwar gegen x* € R
n—oo

ged.

Definition b-adische Briiche

Sei b € N mit b > 2.
Ein (unendlicher) b-adischer Bruch ist einer Reihe

o0
+ > ap-b" mit k € No,0 < a, <b,a, € Ny.

n=—k

Basis b fest gewihlt
= Darstellung £a_ra_g116_k42...a_1ap.a1a2a3

- b = 10: Dezimalbriiche (z.B.: 0.9,1.0,0.2345 ..., —10324.32

- b = 2: dyadische Briiche (~ a,, € {0,1}) - Binérzahlen

Satz 2.2.7

Jeder b-adische Bruch ist eine Cauchy-Folge (d.h. konvergiert in R. Umgekehrt: jedes
x € R l&sst sich in einen b-adischen Bruch entwickeln.

Beweis siehe [F] §5
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Folgerung

Jede reelle Zahl lasst sich beliebig genau durch eine rationale Zahl approximieren. (Q ist
dicht in R), Q = R, Abschluss von Q bzgl | - |)

Definition Teilfolge
(an)nen Folge und ng < np < ng <...,n € N= (ap, )ren, heifst Teilfolge von (ap)nen
Definition

(@n)nen konvergent mit lim a, = a* = lim a,, = a* fiir jede Teilfolge (an, )ken-
n—oo n—oo ———
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Satz 2.2.8 (Bolzano-WeierstraR)

Jede beschrinkte Folge besitzt konvergente Teilfolge.

Beweis

Der Beweis gliedert sich in mehrere Teile:

a)

(an)nen, beschrankt 2L es gibt A, B € R mit A < a, < B ¥n € Ny, d.h. [A, B] ¥n
Wir konstruieren jetzt eine Folge abgeschlossener Intervalle I, C R,k € Ny mit den
folgenden Eigenschaften:

(i) in Iy liegen unendlich viele Folgenglieder von (an)nen,
(i) Iy C Iy fiir k > 1
(iil) diam(Iz) = 27" : diam(Ip)

per Induktion:
Dazu: Induktionsanfang I := [A, B]

Induktionsschritt: & — k + 1. Sei I := [A, Bx] mit Eigenschaften (i) - (iii) bereits
konstruiert. Def M := 3(Ag + By,) (arithmetisches Mittel) Wegen (i) fiir I, = es liegen

unendlich viele Folgenmitglieder von (a,)nen, mindestens in [Ag, M| oder in M, By; Set-
ze dann I := [Ag, M], andernfalls Iy, := [M, Bg].

Dieses ;41 hat dann Eigenschaften (i) - (iii).

b)

Definiere nun induktive Teilfolge (an, )ren, mit an, € I VN wie folgt:

Setze zum Induktionsanfang n := 0, d.h. a,, = ao.

Induktionsschritt & — k + 1: unendlich viele Folgenmitglieder von (a,)nen,, d-h. es gibt
Ngy1 > ng mit ap, ., € Try

c)

Zeige: (an, )ken, konvergiert. Wir zeigen: (an, )ren, ist Cauchy-Folge.

(= klim an, = a* € R nach Vollstdndigkeits-Axiom )
—00

Sei € > 0 und N so grof gewihlt, dass diam(I,) < e.
—Vk, k> N

—ankEIkCIN
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- Qp; € Ij Cly
n; — ank’ < diam(Iy) < €

ged.

Definition Haufungspunkt

a* heifst Haufungspunkt von (an)nen, falls es eine Teilfolge (an, )ken mit klim an, = a*.
— 00

Beispiel 2.2.9

a) (ap)nen mit ap, := (—1)" besitzt die Hiufungspunkte +1 und -1, denn klim agk =1
—00
und lim agp41 = —1
n—oo
b) (bp)nen mit by, := (—1)”+% besitzt die Haufungspunkte +1 und -1, denn klim bop =
—00

dn (L4 ) = Lund lim boey = Jim (=14 gty ) = 1

¢) (¢n)nen mit ¢ := n besitzt keinen Haufungspunkt, da unbeschrankt

d) (dn)nen konvergent = es gibt nur einen Hiufungspunkt, und zwar den Grenzwert

falls n gerade

she 3

ist beschriankt, besitzt aber Haufungs-
falls n ungerade

e) (en)nen mit e, := {
punkt 0, da Teilfolge

—~

ear+1)keN gegen 0 konvergiert: lim Tlﬂ =0
k—oo

Definition Wachstum

(@n)nen, heibt

- monoton wachsend falls a, < apy1 Vn € N

streng monoton wachsend falls a,, < ap41 Vn € N

monoton fallend falls a, > an41 Vn € N

streng monoton fallend falls a,, > ap+1 Vn € N

Satz 2.2.10

Jede beschrinkte monotone Folge (ay)nen konvergiert.
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Beweis

Bolzamo-Weierstr.
=

(@n)nen beschrankt es gibt Teilfolge (ap, )ren mit klim an, = a*.
— 00

Teilfolge konv.
=

Sei € vorgegeben JK € N, sodass

lan, —a*| <eVk> K.

Setze N := nj = zu jeden n > N gibt es ein k > K mit ng < n < ngy1 (Definition
Teilfolge). Zeige nun: (a,)nen konvergiert gegen a*. Sei (ay,)nen monoton wachsend.

= Qp, <ap < ank+1(*)
= —Qp,, > —ap

S at—ap, >a —ay
———

>0 >0
& |a* — ap,| > |a* — ay|

& |a* —ap| < |a* —ay,| < €eVn >N, d.h. (a,)nen konvergiert gegen a*.

ged.

Exkursion 2.2.11 Rekursion und lineare Differenzverfahren
Gegeben
- Folge(zn)nen, mit zo 1= a,z1 :=b (2.2.12)

- Ty = PTp_1 + qTp_2 (2.2.13), n > 2 VYn € N mit a,b,p,q € R mit % #+ —q

Problem

x1 nur implizit gegeben; oft mithsam fiir Grenzwertbetrachtung, Monotonie, Beschrankt-
heit von (2 )nen,

Herleitung einer expliziten Darstellung der Folge wie folgt

Betrachte (2.2.13) < z, — prp_1 — qrp_2 = 0 (2.2.14), n > 2 (lineare Differenzgleichung
zweiter Ordnung)

Ansatz zur Herleitung

Tp=A"flirein A#0,A e R
Einsetzen in (2.2.14) liefert: A — pA"=t — g\""2 =0
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SAN2(A2—prA—¢q)=0

2
p
T

~———
#0 nach Vorraus.

<=>/\2—p)\—q=0=>)\172=g:|:

d.h. zwei Nullstellen A1 # Ao
= (A])nen, und (A5)nen, erfiillen Rekursion (2.2.13)

= auch die Linearkombination (aA} + SAY) beliebig o, § € R erfiillt auch (2.2.13)

n€eNg?

Direkt ausrechnen

Wir wissen schon: 2, = a\} + B} Vn € Np.
Einsetzen Anfangswerte (2.2.12) zp = a und 1 = b, um « und § zu bestimmen.

n=20: a:xo(;)a)\(f+ﬁ)\0:a+ﬁ:>a:a—ﬁ

n=1: b=umx @Oé)\l-i-ﬁ)@: (a=B)A + A= 3= ?\;fif
Damit: Eindeutige Darstellung fiir Vn € Ny:

b—a)\l b—a)\l
" = - n A n
v <“ AQ—A1> ERI

Beispiel 2.2.15
a - Aufgabe 25)

Ty = %In_l =+ %IIJn_Q(*), dh p=q= %

Anfargwerte o = %a-i- %’ 5 _ %(a B b)
= o, = (3a+ 2b) + Z(a — b)(—2) 7", n € Ny, ist explizite Darstellung von z,
= lim o, = ga+3b+3(a—0)- lim (-2)7" = 3a+ 3b.

—0
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b - Fibonacci-Folge)
zg:=0,2z1:=1,dh.a=0,b=1

Tp =Tp_1+2Tp o, dh.p=q=1

S Ao=i4,/lp1=1205
=T, =« <1+2‘/5>n+5 (1_2‘/5>n

Anfangswerte 1
S a=-p =~

n n
= Darstellung: z,, = % ((1+2\/5) - (1*2‘/5) ) Vn € Ny (Formel von Moivre-Binet)
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1.3 Wurzeln

Sei a € R,a > 0. Die Quadratwurzel x von a die eindeutig bestimmte postitive Zahl
r € R mit 22 = a (2.3.1)
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Satz 2.3.2

Seien a > 0, xg > 0 reelle Zahlen.

Definiere Folge (x5, )nen, rekursiv durch x4 := % (xn + ﬁ), n >0

= (ZTn)neN, konvergent gegen die Quadratwurzel von a, d.h. die eindeutig bestimmte
positive Losung der Gleichung (2.3.1) 2% = a.

Beweis

Wir beweisen diesen Satz in mehreren Schritten:

1)
Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion, dass z, > 0Vn € Ny LLA.: n = 0: 29 > 0 nach
Vorraussetzung

[.S.: n — n+ 1: Sei x,, > 0. Rekursion: z,,+1 = %( Tn + —)
~—

qed.
~~ Division - zuléissig Vn € N, da z, # 0.

2)
Wir zeigen nun: x% >aVn>1.

. 2
2 _  Rekursion (1 a .
P (e a)) e

1. binom. Formel 1 2 a2 da
— Z (xn—l + 2a + P] — T

Tn—1

Dazu: x

2
:%(z%_l—Za%—wg )

n—1

2
2. binom. Formel a
inom. Forme i(%zl_ > >0¢>$%2@Vn21

3)

(n)nen ist monoton fallend fiir n > 1, denn

Rek. 1 a 1 a
Tn Tl = g (I ) T T g,
n n
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1
:7(33,21—(1)20,d.h.xn2xn+1Vn21
2 Ty

——
M > h 2
>0 nach 1) 20 nach 2)

4)

(n)nen ist monoton fallend und nach unten beschrénkt durch 0 (nach (1) ist ,, > 0 Vn)

Satz 2.2.10 :
=" (zn)n>1 konvergiert.

Satz 2.1.16 ... : .
X fiir 2 o= lim @, gilt 2* >0
n—oo

Berechnung des Grenzwertes: Rekursionsvorschrift = (2x,,)
_ .2

2Tp41Tn =75 +a

: . Satz 2.1.10

lim z, = 2" und lim z,1; = z* = *)2

n—oo n—oo

und damit fiir n — 0: (22%)? = (%)% + a & (2*)? = a, d.h. (2,)nen, konvergent gegen
Quadratwurzel von a.

lim z, - Tpy1 = (%)% und lim 22 = (2
n—oo n—oo

(5)

Eindeutigkeit der Quadratwurzel:
2 _

Sei v,w € R mit v,w > 0 zwei Losungen von x a
=0=a—a=v-w=@w—-w)v+w

0

>

sv—w=0 =v=w

ged.
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Bezeichnung
Fir a € R,a > 0, bezeichnen wir die eindeutig bestimmte nichtnegative Losung von
2? = a mit v/a (oder sqrt(a)).
Bemerkung
- Fiir a = 0 hat 22 = a genau eine Losung, nimlich x = 0

- Fiir a > 0 gibt es genau zwei Losungen, nimlich 1 = /a und 22 = —\/a,
denn 22 =a & 0=2%2-a= (z—+a)(z++a) = x = /aoder x = —/a, d.h.

x = x1 oder x = x9.
- Fiir a < 0 gibt es keine Losung in R, da 22 > 0, aber a < 0. (~ komplexe Zahlen:
i?=—1)
Bemerkung

Die in Satz 2.3.2 benutzte Rekursion fiihrt auf einen Algorithmus mit sehr schneller Kon-
vergenz (namlich quadratischer Konvergenz) ~» Numerik

(Spezialfall des Newton-Verfahrens:

Berechne z* mit f(z*) = 0 (fir R — R Funktion) wie folgt: 311 = z — J{,((‘?)

Hier: f(z) = 22 —a = f'(z) = 22)

Satz 2.3.3

Sei k € NJk > 2 und a € R, a > 0. Definiere mit Anfangswert zy > 0 Rekursion durch:

1
Tn+1 ::% <(k—1)$n+m’€a_l> ,TLZO

= (zn)nen, konvergent gegen die eindeutig bestimmte positive Losung von zF = a.

Diese Losung heifst k-te Wurzel von a. Bezeichnung: {/a oder ar

Beweis

Siehe [F]
Beispiel 2.3.4
lim ¢Yn=1

n—oo
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Beweis

Def. 2, := {/n—1¥neN= 1z, >0VneN
Weiter ist fiir n > 2:

n n binom. Lehrsatz n\ 1n—k k n n\ _k
n=n"=0+Yn-1"=1+z,)" = 1k = k=
(f) ( — ) ( n) kg() (k) \;’1/ n =0 (k) n
g.xn
n\ .0 n\ .1 ny .2 _ n(n-1) 2
—~— —~
>0 >0
> 14205002 o — 1 > a2
= fiir n > 2 multipliziere ﬁ =12 < % g0 Ty < \/%
Somit gibt es fiir vorgegebenes € > 0 ein N, ndmlich N := E%, sodass fiir alle n > N:

/=1 | < e (da e = 2).

ged.
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1.4 Konvergenzkriterium fiir Reihen

Jetzt: die wichtigsten Kriterien, um Konvergenz einer Reihe sicherzustellen.

Satz 2.4.1 Kriterium von Cauchy zu Konvergenz von Reihen

(an)nen, Folge.
Zu jedem ¢ > 0 gibt esein N € N :

(o)
Reihe an konvergent <
ngo " & > nap| <eVn>n>m> N.
k=m
Beweis
Def: s, :== Y nay (n-te Partialsumme) (sieche Anfang. I1.2)
k=0
Fir n > n:
Def -
n = Sme1 = Zak—z Zak
k=0 k=m
Weiter ist:

(*) & (Sn)nen, ist Cauchy-Folge

(o]
< (Sn)nen, konvergent, d.h. " aj konvergent
k=0

Satz 2.4.2
Reihe > a, konvergiert = lim a, =0
n=0 n—oo

[((an)nen, eine Nullfolge) ist notwendig fiir Konvergenz der Reihe.]

Beweis

Satz 2.4.1
Z a, konvergent

n=0

es gibt zu jedem € > 0 ein n € N mit:

n
>

k=m

<eVn>m > N.
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Speziell fiir n = m folgt: |a,| < e Vn > N.= lim a, =0.

n—oo

Satz 2.4.3

Sei (an)nen, mit a, > 0 Vn € Ny.

oo [e.e]
> ay konvergiert < > a, beschrinkt.

n=0 n=0

Beweis

anp > 0Vn € Nyg = Folge (sp)nen der Partialsummen ist monoton wachsend, d.h.
Sn < Sp+1 Vn € Np.

Satz:2>'2'10 (Konvergenz < Beschrinktheit)

Satz 2.4.4
Die harmonische Reihe > 1 divergiert!
n=1

Beachte: Dies ist ein Beispiel fiir <= in Satz 2.4.2: (%)nEN ist Nullfolge.

Beweis

Mit a,, := L ist a, > 0 Vn € N,
Betrachte spezielle Partialsumme:

k
s —i1—1+1+ SR (I (R T [ A (N
*T L T2 34 56 7 8 26141 ok

k=1 20+1
=1+14+3 S LI>14% {(..)>] fiir jedes (...)}
i=1 n=21+1
. . Satz 243 < 1 1 .
d.h. (sg)ren ist unbeschrénkt. ~="" ) ¢ divergiert.
k=1

Satz 2.4.5 (Majorantenkriterium)

o0
> ¢ konvergiert, ¢, > 0 Vn € No; und (ap)nen, fiir |a,| < ¢, Vn € Ny

n=0

oo o0
= Y a, konvergiert absolut (d.h. > |ax| konvergiert)
n=0 k=0
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